FUNKCJA KWADRATOWA

Funkcja kwadratowa jest to funkcja postaci y = ax® + bx + ¢ , wyrazenie ax’ + bx + ¢ nazywamy
tréjmianem kwadratowym, gdzie x € R, a# 0, oraz a, b, ¢ - wspdélczynniki liczbowe tréjmianu
kwadratowego.

A= b%? —4ac — wyréznik tréjmianu kwadratowego

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie W = (p, q), gdzie

=-=b A
p_Za’ q_4a '

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax* + bx + ¢ (a# 0) zaleiy od wartosci
wyréznika A= b* — 4ac.

- . . —-b—VA —b+VA
Jezeli A > 0 to funkcja kwadratowa ma 2 miejsca zerowe xq = Za\/—' Xy = ZJ:/—
- . : - b
Jezeli A= 0to funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe x¢y = — 2a

Jezeli A< 0 to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.
Funkcja kwadratowa wystepuje w trzech postaciach:

e Postaci ogolnej y=ax’+bx+c
e Postaci kanonicznej y = a(x —p)® +q
e Postaci iloczynowej (postaé iloczynowa istnieje wtedy, gdy funkcja kwadratowa ma miejsca
zerowe) a zatem : gdy A> 0 :y =a(X — X1)(X — Xp)
gdyA=0 : y=a(X— Xy

Zad. 1

Odczytaj badz wyznacz wspdtczynniki a, b, ¢ trdjmianu kwadratowego i wpisz do tabelki:

Trojmian alb|c

1. | y=3x*+6x-9

2. | y=-0,3x>8x

3. [y=x"-4

4 |y=722"+11xV3

5. |y=4-76x

6. y=9x—%+ 16x°

7. | y=-2(x + 2)*+2

8. |y=3(x-8)+5(x+1)—4




y=-12(x - 6)(x +5)

10.

y = (2x=3)" + (x—V2)(x +v2)

11.

y=-V3x% —v3(x —5) + 2V3

12.

y=2x

13.

Y =- X+ 4x

14.

Y =0,5x° -3

15.

Y=-2-x-1

16.

Y =2(x-1)(x+3)

17.

Y =-5x(x - Zg)

Zad. 2

Wyznacz warto$¢ parametru m, dla ktérego do wykresu funkcji f nalezy punkt A:

a) y=mx+3 A=(14) d y=3*m A=(27)
by y=mx*+1 A=(-37) e) y=-xX*-3mx A=(3,-5)
) y=mx++v2 A=(-2-1) f) y=2+mx A =(L1)

9 y=5+mx  A=(-2,16)

Zad. 3

Wyznacz warto$ci wspotczynnikéw b i ¢, dla ktorych do wykresu funkcji f nalezy punkty A i B, jezeli:

a) fx)=x*+bx+c A=(12) B= e) fx) =3 +bx-c A=(1-2) B=
(3,12) (2,19)
by f(x)=x*+bx+c A=(12) B=(27) f) fx)=-3x*—-bx-c A=(1,2) B=(-2
c) f(x)=3x%-bx+2c A=(11) B=(-17) -4)
d) f(x)=2x*-bx+2c A=(1-2) B=(21) g) f(x)=-2x*+3bx+5c A=(-19) B=(-
3,5)
Zad.4
Wyznacz wartosci wspolczynnikow a, b, ¢, dla ktorych do wykresu funkcji f naleza punkty A, B i C,
jezeli:
a) A=(1-1) B=(0,0) C=(-1,3) e) A=(-1,9) B=(1,9) C=(0,-5)
b) A=(0,-1) B=(2,1) C=(-2,1) f) A=(-2,10) B=(4,-10) C=(1,2)
c) A=(1,3) B=(-1,-3) C=(2,3) g) A=(-2,1) B=(-4,-3) C=(0,-3)

d) A=(1,8) B=(-1,6) C=(-2,11)



Zad. 5

Wyznacz wspotrzedne wierzchotka paraboli o rownaniu;

a) y=x"+2x-3 g) y=-3x*+5x+7
b) y=x*+4x+6 h) y=-5x*+10x—6
) y=x*—6x+5 i) y=x*—14x +49
d) y=x22—4x+8 ) y=jx?+2x-3
e) y=2x 2—5x+7 K) y=3x+2x
) y=-2x"+4x-9
Zad. 6
Wyznacz rownanie osi symetrii wykresu:
a) y=x"-2x €) y=sx2+3x+-
by y=-2x*+6x+1 1,
C) y:_X2+2X+8 f) y—-zzx +2x+2
d) y=3x*—24x+50 g) y=x-6x+9
h) y=-3x*+18x-23
Zad. 7

Doprowadz do postaci kanonicznej trojmian kwadratowy, podaj wspotrzedne wierzchotka oraz zbidr
warto$ci funkcji:

a) f(x):2X2+3x H f(X)=-lx2+2

b) f(x)=x"-4 132

c) f(x)=-x*+10x—-25 9) f(x)=5x*+2x-3

d) f(x)=-x"—6x-7 h) f(x)=- 8x% + 64x — 128

e f9=4x-x+1 i) () = - 4x° -~ 10
Zad. 8

Na podstawie postaci kanonicznej funkcji kwadratowej, podaj wspotrzedne wierzchotka paraboli oraz
napisz, jakie przeksztalcenie wykresu funkcji y = ax? nalezy wykonaé, zeby otrzymaé kazdy z

wykresow:
a) f(x)=3(x+2)°-6 i) f(x)=3x*-5
b) f(x)=-2(x—3)’+18 K) f(x)=6x2+4
c) f(x)=(x+5)*—24 ) f(x)=(x+4)°-5
d) f(x)=3(x—2)?°-10 m) f(x) = - 3(x +3)* +2

n) f(x)=-(x+6)°-05
0) f(x)=0,25(x—2)*+0,8
p) f(x)=2(x-2)’+6

&) f(x)=-2(x+2)-7
f) f6)=2(x+3)°+>

Q) f(x) = (x~3) e
h) f(x) = - (x+4) Q) ()=~ (x—6->

i) f(x)=2(x-5) N fx)=x*-1



Zad. 9

Narysuj wykres funkcji kwadratowej, jaki otrzymamy, przesuwajac wykres danego jednomianu o
podany obok wektor; podaj wspotrzedne wierzchotka i doprowadz funkcje kwadratowa do postaci
kanonicznej:

a) y=x »=103] N y=-x o =024

b) y=x  >=[1,-3] 0 y=3¢ - =[-40]

) y=-2% - =[-10] h) y=2x° > =[-32]

d) y=-4x" - =[-21] ) y=-2x" —-=[1-4]

e y=x' o =[-31] ) oy=3¢ o =[-4-2
Zad. 10

Dany jest tréjmian kwadratowy w postaci kanonicznej. Doprowadz go do postaci ogdlne;.

a) f(x)=2(xx+1)°-8 e) f(x)=(x-4)"-5

b) f(x)=-(x+5)*+9 f) f(x)=-3(x +2)°+7

) f)=-z(x—3)"+3 0) f(x)=>(x—6)7°-18

d) f(x)=(x+8)*-25 h) f(x)=-3+ (x—23)
Zad. 11

Wyznacz zbiér wartosci funkcji kwadratowej oraz przedzialy monotonicznoSci:

a) f)=x*+x+1 i) f(x) = 3x*— 6x
b) f(x)=3x*+x-5 ) ) =-x+2x-2
) f)=-x"+x+1 K) () =222 + 2

d) f(x)=-2x*-3x+5
e) f(x)=3x*+5x+4
f) f(x)=2x*+3x—7
g) f(x)=-4x+x-11
h)y f(x)=x*+1

[) f(x)=x*+10x + 17
m) f(x) = - x*—6x—19

n fx)=—-2x*+4

0) f(x)=2x*+ 12x +12
p) f(X)=-x? —4x + 12

Zad. 12
Oblicz najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f w podanym przedziale:
a) f(x)=-x*+2x+5, x€(03) D f0=-2(x-17+5 xe(,2)
b) f(x)=x*+3x+4 xe (—1,0)

) f(x)=-x*+3x-2 X€E(3,4)
d) f(X)=-§x2+2 x € (0,3) ) f(x)=§(x—4)2+9 xe(%,l)

K fx)=2(x+3°-1 xe(-2-1)

e) f(x)=--x2+2x x€(06)

f) f(x)=x*—4x+5 x€ (1,4)

0) f(X)=;x% —2x+3 x€(-26)

h) f(x)=-(x-2)(x+1) xe(-113)
) f(x)=2(x—5)(x+5) x€(-1,V2)
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Zad. 13
Napisz wzor funkcji kwadratowej f w postaci ogdlnej , wiedzac, ze:

a) f(1)=-7, f(-1)=-5, a=1

b) f(0)=6, f(2)=20, a=2

¢) f(-1)=-13, f(3)=-39, a=-3
d) f(1)=25 f(3)=-15 a=-

Zad. 14

Napisz wzér funkcji kwadratowej, ktorej wykresem jest parabola o wierzchotku W, przechodzaca
przez punkt A, jezeli:

a) W=(53) A=(64) ) W=(1,3) A=(3:-5)
b) W=(2,-1) A=(0,-21) d) W=(-%,§) A:(%E)
Zad. 15

Znajac warto$¢ wspoélczynnika a oraz wspotrzedne wierzcholka paraboli W=(p,q), napisz wzor
trojmianu kwadratowego w postaci ogdlne;j:

a) a=1 W=(4,0) e) a=11 W=(-12,13)

b) a=-1 W=(-2-1) f) a=v2 W= 4V2,-3V2)
c) a=3 W=(0,16) g) a=25 W=(-1,2; 3,56)
d a=22 w=(-21,43) h) a=-2 W=(-31)

i) a=4 W=(2)33)
Zad. 16

Przedstaw ponizsze trojmiany w postaci

iloczynowej:
a) y=x"-9x+14 g) y=3x"+13x—10
b) y=x"—11x+18 h) y=-3x"+x+4
c) y=x*-5x-14 ) y=-6x°+x+2
d) y=x*-8x-33 i) y=6x2—23x+20
e) y=2xX+x -1 k) y=8x*+6x—9
f) y=2x*-5x-3 ) y=-10x*—37x+7

Zad. 17

Na podstawie wzoru funkcji kwadratowej f w
postaci iloczynowej, podaj miejsca zerowe tej
funkcji i doprowadz ja do postaci ogdlne;j:
a) f(x) =3(x-2)(x +4) f) f(x)= gx(x +6)
=10, _
0=y (x =V2)@x+3) Q) f(x)=3(x—4)?
0 f0=30+8)x-1) h) 100 =56c—2)(x +3)
=.2 —
d) f(x)=-5x(x—6) ) f0)=-2x - +4)
_ 2
§) f0)=-3x+NG-1) ) ) =2x(x—2+3)
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K ) =3 (x+1-v2)(x+3-v2)
Zad. 18

Dane sa miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢ oraz wspotczynnik a. Podaj wzor tej
funkcji w postaci iloczynowej:

a) =4 x=; a=12 f) X1 =v2Z x=-5 a=-2
_1 _ 3 _3
b) X1=-2 X,=8 a:-é 9) Xl—g Xz—'g a-z
— 1 _ _ 1
C) Xo=7 a:é h) X1—-3E Xo =2 a—-z
d x=3 x=-2 a=-1 i) x=02 x,=-03 a=3
e Xi=-- X, =4 a=1 i xx=v3 x=-v3 a=-1

2

Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej. Podaj wzor tej funkcji w postaci
iloczynowej ( o ile to mozliwe)

a) f(x)=(x—172-4 d) () =-9(x +2)2 + 36

b) f(x)=-1(x +3)*+9 e) f(x)=2(x—3)2+4

c) f(x)=4(x-5)"-16 f fx)=-3@+7)7?-1
Zad.20

Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j:

a) f(x)=-2x*—8x + 10 m) f(x)=-§x2+1

) £09 =3+ 2x 1 n) () = 100X 25

0 09=-5x" —dx -8 0) ()= -4x+20

d) f(x)=x*+2x+6 p) f(x) = x?+ 10x +25

&) f(X)=C+>x—4 ) f(x):;x2+2x71

f f)=-2x—Zx+2 ) f(x)=gx2+8x+32
g) f(x)=4x*—8x s) f(x)=;x2—2§x—15
h) f(x)=2x"-3x b f09=2x2 12z

i) f(x) =5x*+ 10x ) f(x)=§x2+1

) f(x) = 2x"—6x
k) f(x)=9x*-81
) f(x)=-2x"+4

v) f(X) = -v2x?% — 2x
w) f(x) =->x% —3x — 4
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Zad.21

Rozwiaz rownania kwadratowe (jak najprostszym sposobem):

a) xX’-4=0 e (3x—2)*+2=6
e —X*+16=0 e 3(4x—1)°+1=28
. —§x2+3=0 e 3(x+7**4 =79
e 2¢+8=0 e 2(5x—2)’+5=13
e 2_5x=0 e x(3x+5)=12
. 3246x=0 e (3x—7)"=130-42x
e _x2_2=0 o (X-2)x-2)=7
. X322 =0 . (2x -5y + (x +4)* =41
X
o X(x-3)=0 ) ;=7
e (x+2)(x-4)=0 o W7-x_ _«x
. (X _ 2)2 . 9 — O 29;—_110 22\/7+X
e 8+(3-x)7%=0 * X
e 16— (x+3)°=0 o X3 _23X
X x+1
e (2x+5)=4 . X _3x-2
e (3x+2)7%=25 x=2 x4
e 2-(3x-2)7%=0 * T e
b) x*+2x-35=0 . i3=2x6
e X' —4x-12=0 . ;Cc;l_zx_x
o 3x2_2x-32-9 x—3
4 2 4 8 _ x
o x*+12x+20=0 R
o —4x’+7x+11=0 o X =3x+42
o —3x%+15x+54=0 *
Zad. 22
Rozwiaz nieréwnosci:
a) X*+3>0 o X+2x-8>0
e X-9<0 e -xX*+13x-30>0
e -X2+4>0 o 2X*+3x-14<0
e -X*-5>0 o -X°+6x-5>0
. %x224 o 2X%+5x-2<0
o AX*-11x+3>0

. 5x2—§<0 ) s ;
e X(x+2)<0 * X-3x—3s0

e (2x-6)x=0 o A 4xV3+1<0

e (Xx—1)(x+3)>0 o X*+14x+49>0

e (2-X(2x-3)<0 o OX-6x+1<0

e X*-9x>0 o X*-24x-144<0

o 5X°—2x<0 €) (X-3)Bx—4)—(x-3)(x+2)>0

e B6X-2X*<0 o (X+5°+(X+5)(x-3)<0

e -3xX*-8x>0 o (Bx-4)(x+2)>(x+2)(x-1)
b) x*—2x-3<0 o (4x—5)(x=4)> (x+ 4)

o x2_Ax+3<0 o (x-1y°<4
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e 2-Xx2=9 o (Gx-D'-5>0

2
e (4x-3)’<16 e (05x-2)°-025>0
e (3x-1°-25<0

Zad. 23
Aby narysowa¢é wykres funkcji kwadratowej:

Obliczamy & i miejsca zerowe X; i X

Obliczamy wspolrzedne wierzchotka paraboli W=(p,q)
3. Wyznaczamy wspoélrzedne punktu przeciecia wykresu z osiag OY (x=0)

lub:

1. Doprowadzamy funkcje do postaci kanonicznej y = a(x - p)* + q,
2. Rysujemy wykres funkcji y = ax? i przesuwamy go o wektor 7=[p,q]

Narysuj wykres funkcji kwadratowej f, a nastgpnie na podstawie wykresu funkcji omow jej wlasnosci

a) f(x)=x>+2x-3 b) f(x)=x*—25

o) fXx)=x"+4 m) f(x) = x* + 6x

d) f(x)=-16+ x? n) f(x)=2(x-1)%*+1
e) f(x)=x*+35x—2 o) f(x)=-3(x+2)?+3
f) f(x) = x*— 6x p) f(x) = (x +2)

g) f(x)=2x*—18x +36 q) f(x)=-(x-1)"-1
h) f(x) = x(2-x) r) f(x)=x*+2

i) f(x) =x*— 18x + 81 5) f(x)=35Cx+1)* -2

i) f(x)=x*-5x+4

k) f(x)=x*—4x+4

) f(x)=-x*+2x+8

v) f(x)=-(Xx-1)(x-5)
w) f(x) =5 G+ 2)(x +2)

x) f(x)=-3&x+Hx-2)

t) f(x) = - 2(x — 1)
u) fxX)=2(x-1)(x+1)



FUNKCJA KWADRATOWA

Zad. 24

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej, wyznacz wzor tej funkc;ji:

'
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